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1001

恰有⼀个纯策略纳什均衡等价于只有 nm 这个数同时为所在⾏列的最⼤值。

考虑从⼤到⼩将所有数依次填⼊矩阵，令 dp[i][j][k] 表⽰当前填⼊了最⼤的 i 个数，有 j ⾏ k 列已经放⼊
了⾄少⼀个数。由于新填⼊的数不能同时同时为⾏列的最⼤值，因此转移有三种可能性：

1. 所在⾏列都已经有数了，这样可能的位置有 jk− i 个，转移到 dp[i+ 1][j][k]。2. 只有所在⾏有数，这样
可能的位置有 j(m− k) 个，转移到 dp[i+ 1][j][k+ 1]。3. 只有所在列有数，这样可能的位置有 (n− j)k 个，转
移到 dp[i+ 1][j + 1][k]。

时间复杂度 O(n2m2)。

1002

对于某⼀⾏，如果删第 i 个元素和第 j 个元素得到的结果相同，那么肯定有这⼀⾏ [i, j] 内所有元素相同。

因此，矩阵的每⼀⾏根据连续出现的相同数被划分出了若⼲个等价类，每⼀个等价类是⼀个区间。例如⾏
0011100，就有三个等价类，分别为区间 [1, 2], [3, 5] 和 [6, 7]。

两条 Seam a, a′ 的结果相同当且仅当对于每⼀⾏ i，(i, ai), (i, a
′
i) 都在同⼀个等价类内。

这题有很多时间复杂度为 O(nm) 的动态规划做法，这⼉就直接讲原来标算的做法了。

对于⼀个 Seam 的等价类 S ，S 中的所有 Seam 最后⼀⾏的值⼀定构成了⼀个区间 [l, r]。令 f [i][l, r] 表⽰
只考虑前 i ⾏，最后⼀⾏区间为 [l, r] 的等价类个数。

转移即枚举第 i+ 1 ⾏的⼀个等价类 [li, ri]，f [i][l, r] 可以转移到 f [i+ 1][[l−K, r+K]∩ [li, ri]]。这样可以
得到⼀个 O(nm3) 的 DP。

可以发下虽然 [l, r] 可能可以转移到很多个等价类，但是其中绝⼤部分都是覆盖整个等价类的，只有最左端
和最右端可能覆盖⾮整个的等价类，因此转移可以⽤前缀和优化到 O(1)。

最后可以发现⼀个结论，上述 DP 的有效状态是 O(nm) 的，即有值的状态 i, l, r 只有 O(nm) 个。这个结
论可以由下述事实直接得到：对于每⼀⾏ i，任意两个有效状态 [l1, r1], [l2, r2] 不可能有 l1 < l2 < r2 < r1 的位
置关系。

上⾯这个结论直接归纳即可。因此只需要再有效状态之间更新就可以了，时间复杂度 O(nm)。
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1003

定义 a, b 之间的差异集合 Sa,b 为所有满⾜在 a, b 中指数不同的质数 p 形成的集合，那么 da,b 的取值为：

1.
∑

p∈Sa,b
p，当 Sa,b ⾮空时。2. 1，当 Sa,b = ∅ 时。

现在对着两种情况分别计算，对于质数 p，令 Ap 表⽰ [1, n] 中 p 指标为奇数的数的个数，那么 Ap 可以在
O(logn) 的时间内计算得到：

∑
a,b,|Sa,b|>0

da,b =

n∑
p=1

p×Ap × (n−Ap)

以
√
n 为分界点，⼩于

√
n 的质数可以暴⼒枚举计算，时间复杂度 O(

√
n)。

对于更⼤质数，其指标不可能超过 1，因此必有 Ap = ⌊n
p ⌋。这时 Ap × (n − Ap) 只有 O(

√
n) 种不同的

取值，每⼀种取值对应了⼀个 p 的区间 [li, ri]，对每⼀个区间计算内部所有质数的和即可。这可以⽤洲阁筛在
O(n

3
4 / logn) 的时间复杂度内解决。

对于第⼆种情况，考虑两个 Sa,b = ∅ 的数 a, b，它们必定可以被表⽰成 a = xc2, b = xd2 的形式，其中 x 满
⾜ x 中⽆平⽅因⼦，即 |µ(x)| = µ(x)2 = 1。

因此对这⼀部分求和为：

∑
a,b,|Sa,b|=0

da,b =
∑

x∈[1,n]

µ(x)2(⌊
√
⌊n
x
⌋⌋)2

和上⼀步⼀样，后⾯部分的取值只有 O(
√
n) 种，因此只要计算 µ(x)2 的前缀和就⾏了。这是⼀个经典的问

题：

n∑
i=1

µ(i)2 =

n∑
i=1

∑
d2|i

µ(d)

=

√
n∑

d=1

µ(d)⌊ n
d2

⌋.

暴⼒枚举 d 计算就⾏了，这样第⼆部分也可以顺利解决。总的时间复杂度也为 O(n
3
4 / logn)。

1004

结论：⽆论六花采⽤怎样的决策，其期望收益始终相同。

在这个结论下，我们考虑六花也随机出牌的期望收益：六花出剪⼑的时候，有 b
n 的概率碰到⽯头， c

n 的概
率碰到布，因此剪⼑的期望收益和为 a′c−a′b

n 。

其他类型的卡⽚同理，可以得到六花总的期望收益为 a′c−a′b+b′a−b′c+c′b−c′a
n 。

证明可以⽤简单的归纳法，令 F (n, a, b, c, d) 表⽰六花有 a 张剪⼑，b 张⽯头，n− a− b 张布，勇太有 c 张
剪⼑，d 张⽯头，n− c− d 张布时六花的最优收益。归纳证明对于所有 n, a, b, c, d，六花不管怎么出，期望收益
都和随机出⼀样。
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当 n = 1 时显然成⽴。

当 n > 1 时，我们不妨假设六花出的是剪⼑，根据归纳假设，此时的收益为：

c

n
f(n− 1, a− 1, b, c− 1, d) +

d

n
(f(n− 1, a− 1, b, c, d− 1)− 1) +

n− c− d

n
(f(n− 1, a− 1, b, c, d) + 1)

完全展开这个式⼦，可以得到与随机出的期望式⼦相同，因此归纳成⽴。

时间复杂度 O(1)。

1005

所有能够躲⾬的点⼀定形成了平⾯上若⼲个封闭区域。询问相当于询问⼀个点到这些区域的最近距离。

点 p 能够躲⾬当且仅当满⾜如下两个条件：1. p 在多边形内。2. p 到多边形边界的最近距离⼤于等于 R。

因此可以在 O(n) 的时间内判断⼀个点是否合法。

考虑封闭区域的边界来⾃于哪⾥，只有两种可能性：1. 以多边形顶点 xi 的圆⼼半径为 R 的圆的圆周。2.
多边形的边 (xi, xi+1) 向内平移 R 得到的直线。

这样边界有 O(n) 个来源，边界的顶点只可能来源于这 O(n) 个元素两两之间的交点，共 O(n2) 个。暴⼒
判断每⼀个交点是否合法，这样能得到所有的顶点集合 S（确切说是顶点的超集），时间复杂度 O(n2)。

考虑⼀个点到这些封闭区域的最近路线有哪些可能性：1. 这个点到边界顶点的连线。求 S 内所有点到询问
点的最近距离即可 2. 这个点到边界⼀条线段的垂线。依次求询问点到 O(n) 条直线的垂⾜，如果垂⾜合法，那
么⽤最短距离更新答案 3. 这个点到边界圆弧的最近点。依次求询问点到 O(n) 个圆的最近点，如果最近点合法，
那么⽤最近点更新答案。4. 点本⾝就在封闭区域内。判断询问点是否合法，如果合法答案为 0。

这样我们可以在 O(n2) 的时间内处理⼀组询问，总时间复杂度 O(n3 +mn2)。

值得注意的是这个问题精度⾮常敏感。边界上的每⼀个点到多边形边界的最近距离都是 R。如果 eps 设的
过⼩，那么很容易把边界点判成不合法，答案会偏离⾮常多。

正确的处理⽅法是设置⼀个⾮常⼤的 eps ⽐如 10−3。因此当 eps 过⼤的时候，如果把原来不合法的点 p 当
成合法，那么 p ⾄少也是半径 R+ eps 的合法点。题⽬保证了 R 加减 0.1 答案不变，因此这样不会改变答案。

1006

对于任意图，求⽣成树个数可以⽤矩阵树定理转化成求基尔霍夫矩阵的⾏列式，时间复杂度 O(n3)。

在这题中虽然图中的点很多，但是团的个数和额外的边数只有 200。即最多只有 400 个点（关键点）是和
外界有联系的，剩下的绝⼤部分点都只和团内部的点有连边，是完全等价的。如果可以把每⼀个团中的⾮关键
点给缩⼩到⼀个，那么图中就⾄多只有 2m+ n ≤ 600 个点，可以跑⾼斯消元了。

具体的思路是把图的基尔霍夫矩阵写出来，可以发现⼏乎是⼀个分块对⾓矩阵 (只有关键点的⾏列和其他
块之间有边)。可以对每⼀个块的部分矩阵做初等⾏列变换然后把⾮关键点所在的⾏列都展开。具体可以看视频
题解部分的详细讲解 (在⽂字题解⾥画矩阵太⿇烦了 qwq)。

时间复杂度 O(n3).
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1007

树上关于路径的问题是有⼀个经典的关于线头的 DP 的。考虑⼀个⽅案在以 i 为根的⼦树下的截⾯：有⼀
些路径完整的在⼦树内，还有⼀些路径只有部分在 i ⼦树内，它们在截⾯中必然有⼀个端点为点 i，把这种部分
的路径叫做线头。

因此令 dp[i][j][k] 表⽰以 i 为根的⼦树，有 j 条完整的路径，k 个线头。在把孩⼦ c 接到⽗亲 k 上时，
考虑合并 dp[i][j][k], dp[c][a][b]。由于 i 的线头和 c 的线头之间可以合并，枚举合并 m 个线头，则应当转移到
dp[i][j + a+m][k + b− 2m]，同时由于余下的 b−m 个线头都变长了，因此还要⽀付 (b−m)C 的代价。

这样可以得到⼀个复杂度⾮常⾼的 DP，优化分为如下两步。

⾸先可以证明树上每⼀条边最多被经过两次：如果被经过了超过两次，那么可以选择两条横跨的路径，让
左边两个端点匹配，右边两个端点匹配，从⽽在不改变节点经过状态的情况下，缩减路径的总长度。

因此第三维状态 k，线头数只需要记 0, 1, 2 三种值，这样状态数就减少到了 O(n2)。

接着，可以发现⼀个⼤⼩为 s 的⼦树内，最优解⾄多只需要 s 条完整的路径，这样就可以保证每⼀个点都
被单独的经过⼀次，收益达到理论最⼤值。因此状态 j 只需要记到 sizei。这个优化的好处在于可以将⼀次合并
的代价减少到两个⼦树⼤⼩的乘积。这是⼀个经典的 DP 形式，时间复杂度为 O(n2)。

这样我们可以在 O(n2) 的时间内解决这个题。具体的证明和图⽰可以见视频题解。

1008

这个题就是个⼤分类讨论题。考虑怎么将 L(L(T )) 上的点/边/路径对应到 T 上。

L(L(T )) 的每⼀个点对应了 T 上的⼀条三个点的链，每⼀条边相当于把两端的⼀个点删了再换⼀个点上去。

因为在树上两个点之间的最短路是唯⼀的。简单讨论⼀下可以发现线图上点 (a, b, c) 和 (d, e, f) 之间的最短
路可以表⽰成三部分的和。令点集 {a, b, c}, {d, e, f} 之间唯⼀的最短路连接的是 x, y 两个点，那么最短路的三
部分为：1. 关于边 (a, b), (b, c) 权值以及 x 位置的函数。2. 关于边 (d, e), (e, f) 权值以及 y 位置的函数。3. 路
径 (x, y) 长度乘以 4。

针对性地⽤ treedp 求解即可。同时还要讨论 (a, b, c), (d, e, f) 在某种程度上重叠的情况。

时间复杂度 O(n)。因为更详细的讨论需要画图，⽤⽂字题解不⽅便，可以见视频题解。

1009

先考虑⼀个简单的问题：对⼀个序列 A 做 K 次冒泡排序，如何计算结果序列？

对于 Ai，在⼀次冒泡排序后，它可能会向后移动任意长的距离，但是最多只会向前移动⼀位。因此结果数
组 B 的第⼀位⼀定是 A 中 [1,K] 中的最⼩值，第⼆位⼀定是 [1,K + 1] 中除去 B1 的最⼩值。以此类推，第 i

位是 [1,K + i] 中除去 B1 ⾄ Bi−1 的最⼩值。

⽤⼀个堆就可以维护了，时间复杂度 O(n logn)。

考虑对序列分块。对于⼀个单独的块 B，考虑如果以此冒泡排序完整的覆盖了 B，会对 B 产⽣什么影响。
具体来说可以分为 3 步：1. 会询问 B 的开头元素，看能否与之前块带过来的数 x 进⾏交换。如果能交换，会
修改开头元素。2. 会对 B 做⼀次整体的冒泡排序。3. 会询问 B 在冒泡排序结束后的末尾元素，即在冒泡排序
前 B 中的数的最⼤值。
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因此块 B 内要进⾏的操作是：删除开头元素，在开头插⼊元素（之后必定伴随⼀次冒泡排序），修改末尾
元素，做整体冒泡排序。要进⾏的询问是：询问最⼤值，询问开头元素，询问整体的和。

对于整体和，由于必须要维护最⼤值和开头元素，因此每⼀个插⼊删除操作时涉及到的元素是已知的，直
接加减就⾏了。

对于最⼤值来说，操作相当于对于⼀个集合插⼊/删除元素，询问最⼤值。只需要对每⼀个元素记录当前有
没有被删除，⽤堆维护就⾏了。

对于询问开头元素，只需要维护所有“可能是”开头元素的所有数的最⼩值就可以了。最开始，可能作为开头
元素的元素只有块的初始左端点。每⼀次删除⼀个元素或者进⾏了⼀次冒泡排序，候选区间的右端点应当加⼀，
即纳⼊⼀个新的元素进来。

由于插⼊元素⼀定伴随着冒泡排序，因此对插⼊元素 + 冒泡排序的整体操作来说，候选区间的右端点应当
保持不变，但是新加⼊的元素应当加⼊可能集合中。

注意，修改末尾元素带来的新的数是有可能被移动到开头的。在被整体做 k 次冒泡排序后插⼊的元素可以
视为原来处在区间右端点 +k 下标的元素，在⾜够多次整体冒泡排序后仍然会被纳⼊候选区间。

因此对于开头元素来说，要做的仍然是对集合插⼊删除元素询问最⼩值。还是可以通过堆来解决。

因此对于块的整体操作可以在 O(logn) 的时间内解决，与块的长度并⽆线性关系。

接着如果询问和冒泡排序部分地设计到了⼀个块，就要把这个块重构，重构⼀个块可以看成重复地使⽤询
问左端点，删除左端点操作，可以在 O(L logn) 的时间内解决，其中 L 为块长度。

综上，如果对序列分块，每⼀块⼤⼩为 S，时间复杂度为 O(mS logn+mn
S logn)，取 S =

√
n，时间复杂

度为 O(m
√
n logn)。

标程采⽤了对序列分块的写法，这样常数更⼩也更⽅便。即对询问序列分块，每⼀块⼤⼩为 S，块内的询
问只会有 2S 个端点，把序列分成了 2S + 1 块。对每⼀块⽤上⾯提到的数据结构进⾏维护，这样操作只会涉及
到完整的块。在每⼀个询问块结束后，需要把整个序列重构。

因此，如果对询问分块，时间复杂度为O(mS logn+m
S n logn)，仍然取 S =

√
n得到时间复杂度为O(m

√
n logn)。

但常数和细节都要更少些。

1010

为了题解⽅便，这⼉假设两个序列长度都是 3。在长度不⾜ 3 的时候，你可以⽤ +∞ 把序列补⾜ 3 并假设
f+∞(n) 在 n 趋于⽆穷的时候为 1。

把 fx(n) 简写作 fx，我们要判断 f
f
fA3
A2

A1
和 f

f
fB3
B2

B1
。取两次 log，我们需要⽐ fA1+2 + fA2+1fA3

和 fB1+2 +

fB2+1fB3 哪个⼤。

根据尝试，我们需要将 fA1+2 和 fA2+1fA3
中的较⼤值和 fB1+2 和 fB2+1fB3

。但是需要注意的是，由于我
们取了两次 log，因此在较⼤项⽐不出⼤⼩的时候，应当再⽐较余项，即⽐较较⼩值之间的⼤⼩。

这么做的原因举例来说，考虑 en
2+n 和 en

2

，虽然在取 log 之后，n2+n 和 n2 同阶，但是 limn→+∞
en

2+n

en2 =

limn→+∞ en = +∞。

为了⽅便，我们可以利⽤ f(+∞) 的假设统⼀形式，即把 fA1+2 看做 fA1+2f(+∞)。这样就只需要考虑⽐
较 f(a)f(b) 和 f(c)f(d) 即可。显⽽易见，他们的⼤⼩关系等价于先⽐ min(a, b),min(c, d) 的⼤⼩，如果相同，
再⽐较 max(a, b),max(c, d) 的⼤⼩。

这样可以在 O(1) 的时间内回答。(感觉⼤家不能沉迷 ACM 忘了专业课啊？)

5



Multi-University Training Contest 9 Solutions 北京⼤学

1011

签到题，怎么做都⾏。可以进⾏分类讨论，也可以使⽤简单的 DP。

标程使⽤的 DP 状态为 f [a][b]，a 表⽰球的数量对 1 取 min，b 表⽰拍的数量对 2 取 min，直接对四类⼈
更新⼀下⼀下就可以了。

要注意的是运算涉及到 2a，你可以预处理出 1 到 107 的 2 的幂，也可以⽤快速幂算。

单组时间复杂度 O(1) 或 O(log a)。
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